ELEKTRONISCHE POLARISATION UND EXZITONEN IN KRISTALLEN

ren Priparaten eine Widerstandsianderung im Lei-
tungsband iiberlagert ist, muB8 noch durch einge-
hende Temperaturanalysen untersucht werden.
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den Herren Dr. O. G. FoLertH, Dr. R. GREMMELMAIER
und Dr. H. Weiss zu danken. Besonderen Dank schulde
ich Herrn Dr. C. Herrive fiir die Uberlassung eines
Manuskriptes seiner Arbeit iiber den EinfluB von In-
homogenititen auf die galvanomagnetischen Effekte.

Anhang
Herleitung der Gl. (1)

Fir den im Experiment beobachteten spezifischen
Widerstand (0zz) et parallel zur Probenlingsachse fin-
det HERRING:
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Dabei bedeutet n die Elektronenkonzentration einer be-
liebig herausgegriffenen Schicht und g, die u»-te Kom-
ponente des Widerstandstensors aus der gleichen be-
trachteten Schicht. Da die Beweglichkeit in allen Schich-
ten gleich grof sein soll, ist das Produkt n g, fiir alle
Schichten konstant.

Um nun Gl. (A1) auf unser Problem bei InSb an-
wenden zu konnen, gehen wir von einer Beziehung aus,
welche sich durch Hinzunahme der in B linearen Glie-
der aus Gl. (10) der friitheren Arbeit?! ergibt.

Ei=0oji+Ru(jxB)i+apjiB*—a;, Bi(jB); (A2)

401

ayp ist der Koeffizient der transversalen Widerstands-
dnderung. Hieraus berechnen sich die Tensorkomponen-
ten in folgender Weise:

0zz =00+ a2 (B*—B.?),
O0yz=—RuB;—ay; Bz By,
0zz=RuBy—ay, B+ B,
O0zy=RuB,—a;,; B: By, 0zz=—RuBy—a;;,B:B:,
Oyy=00+012(B*—B,?), 0y:=RuB:—ays By B;,
a12 By B2, 022 =00+ a12(B%—B.?).

(A3)

Ozy = —Ru B:—

Nehmen wir nun an

1. B liege in der z — z-Ebene,

2. @ sei der Winkel zwischen B und der z-Achse,
also B;=B cos®, B,=Bsing,

3. eine physikalische Widerstandsdnderung sei nicht
vorhanden, d.h. a@;,=0 (dies kann zumindest fiir
starke Dotierung aus der unteren ausgezogenen Kurve
in Abb. 4 der fritheren Arbeit! geschlossen werden),
so folgt durch Einsetzen der Tensorkomponenten aus
(A 3) in (A 1) unmittelbar
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Daraus erhilt man fiir die relative Anderung des Wider-
standes im Magnetfeld in Abhéngigkeit vom Dreh-

winkel
AR (0B)z7) et — (0@ z2) eft
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Der Einflul der elektronischen Polarisation auf Exzitonen
in Alkalihalogenidkristallen

Von Worrcane WELLER

Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Karl-Marx-Universitit Leipzig
(Z. Naturforschg. 16 a, 401—410 [1961] ; eingegangen am 28. November 1960)

Bei Exzitonen in Alkalihalogeniden ist die Kontinuumsniherung (Methode der effektiven Masse)
nicht anwendbar, da der mittlere Abstand von Elektron und Loch kleiner als der Abstand benachbar-
ter Halogenionen ist. Mit dem von Tovozawa und Haken und Scuorrky entwickelten Modell wird der
EinfluB der elektronischen Polarisation auf das Exziton unter Beriicksichtigung der Gitterstruktur
des Kristalls berechnet. Die elektronische Polarisation ist zu vernachlissigen, wenn sich das angeregte
Elektron und das Loch am gleichen Halogenion befinden. Bei groBeren Abstinden von Elektron und
Loch mufl im Couroms-Gesetz der volle Wert der optischen Dielektrizititskonstante (DK) benutzt
werden. Die Polarisationsenergie fiir sehr groBe Abstinde wird berechnet, fiir NaCl ergibt sich
—2,8 eV. Das Modell von Tovozawa und Hakex und Scrorry wird schlieBlich so erweitert, da3 es

die Lorentz-Korrektur fiir die optische DK liefert.

Zur Behandlung der elektronischen Polarisation
in Kristallen wurde von Tovozawa ! und Hakex und
ScroTrTKY 2 ein Modell entwickelt. Die elektronische
Polarisation entsteht dabei durch Anregung von Va-
lenzelektronen, die sich an Ionen oder Atomen befin-

den, die den polarisierenden Ladungen benachbart
sind.

1 Y. Tovozawa, Progr. Theor. Phys. 12, 421 [1954].
2 H. Hakexy u. W. Scrortky, Z. phys. Chem. N.F. 16, 218
[1958].
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Betrachten wir ein Exziton, so wirken sowohl das
angeregte Elektron wie auch das Loch im Valenz-
band polarisierend auf den Kristall. Haxen und
Scuorrky 2 berechneten die elektronische Polarisa-
tion fir Exzitonen mit der Kontinuumsn&herung,
d. h. fir den Fall, daBl der Radius des wasserstoff-
ahnlichen Exzitons grofl gegen die Gitterkonstante
ist. Sie erhalten fiir das durch die elektronische Po-
larisation abgeénderte Potential zwischen angereg-
tem Elektron und Loch

e~ Uy T fe—UsT
- const;

r copt) T 2
(1)

r ist der Abstand Elektron-Loch; u;j=7}2 m;Q]Eﬁ‘i“’;
my, my sind die effektiven Massen von Elektron und
Loch an den Bandrindern; AE ist die Anregungsener-
gie eines Valenzelektrons; opt ist die optische DK, die
sich aus dem Modell ergibt.

Das Potential (1) rechtfertigt fiir grole Abstinde
die Verwendung der DK im Couroms-Gesetz und
vermittelt fiir kleine Abstinde den Ubergang zum
CouLoms-Gesetz e2/r ohne DK.

Fiir den Grundzustand des Exzitons in Alkali-
halogeniden ist die Kontinuumsnaherung (WAaNNIER-
sche Methode der effektiven Masse) nicht anwend-
bar, da der mittlere Abstand von Elektron und Loch
kleiner als der Abstand n, benachbarter Halogen-
ionen ist3. (ny=7.5qa, fur NaCl, a, ist der erste
Bonrsche Radius.) Von DexTter* und Muto und
Oxuno ® wurde das Exziton in NaCl und anderen
Alkalihalogeniden mit Hilfe der Methode der effek-
tiven Masse behandelt. Das Ergebnis fiir den mittle-
ren Abstand von Elektron und Loch (=3gq, fir
NaCl) beweist die Nichtanwendbarkeit dieser Me-
thode.

Fiir Alkalihalogenide ist die Anregungsenergie AE
der Valenzelektronen grofi%, die u;”! sind dann
klein. Fiir NaCl ergeben sich fiir die u;~' Léngen
der GrofBle 1 a, . Die elektronische Polarisation bildet
sich deshalb (vermutlich) auch in dem Gebiet aus.
in dem die zur Gewinnung von Gl. (1) benutzte
Kontinuumsnaherung versagt.

Wir behandeln in dieser Arbeit die Wechselwir-
kung (WW) des Exzitons mit der elektronischen
Polarisation ohne Kontinuumsnaherung. Es ergeben
sich u. a. die Werte fir die DK, die in das CouLoms-

3 Vgl. R. A. Pappert, Phys. Rev. 119, 525 [1960].

4 D. L. Dexter, Phys. Rev. 83, 435 [1951] ; 108, 707 [1957].

5 T. Muro u. H. Oxuxo, J. Phys. Soc., Japan 11, 633 [1956] ;
12, 108 [1957]. — T. Murto, S. Ovama u. H. Oku~o, Progr.
Theor. Phys. 20, 804 [1958].
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Gesetz beim Exzitonmodell einzusetzen sind. Muro
und Okuno® verwenden stets den vollen Wert der
optischen DK.

Im 1. Abschnitt benutzen wir die Darstellung von
Stater 7 fiir das Exziton und behandeln die WW des
Exzitons mit der elektronischen Polarisation mit dem
Modell von Haken und Scuortky 2. Im 2. Abschnitt
berechnen wir das durch die elektronische Polarisa-
tion erzeugte Potential zwischen Elektron und Loch
unter Beriicksichtigung der Gitterstruktur des Kri-
stalls. Im 3. Abschnitt berechnen wir den vom Ab-
stand unabhéngigen Anteil der Polarisationsenergie,
der die Polarisationsenergie zweier sehr weit ent-
fernter Ladungen darstellt. Dieser Anteil ist fiir den
Bandabstand des Kristalls und die Energieberech-
nung des Exzitons wichtig. Im 4. Abschnitt wird das
Modell fiir die WW des Exzitons mit der elektroni-
schen Polarisation so erweitert, daf} sich fir die opti-
sche DK die Lorentz-Korrektur ergibt.

Die Rechnungen sind auf alle Alkalihalogenide
(mit kubisch flichenzentriertem Gitter) anwendbar;
spezielle Zahlenwerte und Abschitzungen werden
immer fir NaCl angegeben.

Die Ionenpolarisation kann wegen des kleinen
Exzitonradius in Alkalihalogeniden fiir den Grund-
zustand auBler acht bleiben; sie trdgt jedoch zum
abstandsunabhéngigen Anteil der Polarisationsener-

gie bei (vgl. Abschnitt 3).

1. Modell fiir Exziton und elektronische
Polarisation

Wir behandeln die elektronische Polarisation im
Anschlul an Haken und Scrorrky 2. Fiir das Exziton
benutzen wir die Darstellung von Stater 7, die auch
fiir Exzitonen mit kleinem Elektron—Loch-Abstand
geeignet ist.

Der Hawmirron-Operator der
(CI'-3p-Elektronen fiir NaCl) lautet

1@ e
H= S Hy(x;) + 9 l* [ti—tj] °

l 1

Valenzelektronen

| (2)
H,(r) ist der Hamirton-Operator eines Elektrons im
Felde der Alkaliionen und der Halogenionen mit
fortgenommenen p-Elektronen. Der zweite Term ist
die Couroms-Energie der Valenzelektronen. Die

6 Siehe Anhang 1.
7 J. C. Stater, Technical Report No. 6, Massachusetts Insti-
tute of Technology, 1954.
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Wannier-Funktionen des Valenzbandes seien
a.(r—n) (u=1,2,3),

die Wannier-Funktionen des Leitungsbandes
a(rt—mn);

1 bezeichnet den Halogengitterplatz. Zur Vereinfa-
chung sehen wir hier vom Spin der Elektronen ab.
Die Wellenfunktion fiir den Grundzustand des
Kristalls lautet
c..aqy(ty—n) ap(ty—N) ... ay(r,—N) ...
1 ‘...al(l’g—l‘l) g
VB! - (3)

N ist die Zahl der Halogenionen. — Fiir die Wellen-
funktion des Exzitons ohne elektronische Polarisa-
tion schreiben wir

(/) = > Um) 3> (4)
= Z U(n) ]/1N S eiftm ::+n 5.

R ist der Impuls des Exzitons. | ::+" > entsteht aus
der Stater-Determinante (3), indem die Spalte
a,(r;—m) durch die Spalte a(r;—m—n) ersetzt
wird. Die Orientierung u des Exzitons ist in (4)
nicht explizit angedeutet worden, sie bleibt im Ver-
lauf der Rechnung unverdndert. U(n) ist die Ver-
teilungsfunktion des angeregten Elektrons, das sich
um das Loch gruppiert.

Wir fithren mit Haken und Scrortky zur Be-
schreibung der elektronischen Polarisation Erzeu-
gungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Paarzu-
stinde ein. 8,7, ersetzt in einer SLATER-Determinante
die Spalte a,(r;— 1) durch a(x; —n), erzeugt einen
Paarzustand; f3,, vernichtet einen Paarzustand 8.
Die elektronische Polarisation wird durch die Bei-
mengung solcher Paarzustinde erzeugt. Wegen der
Translationssymmetrie des Kristalls erfolgt der
Ubergang zu laufenden Wellen

Bi = yn 2 €™ B (5)

Wir sehen von Uberlappungstermen ab, da die Zahl
der angeregten Paarzustinde < N, und betrachten
die Af, und By, als Bose-Operatoren.

8 ﬂ:,, ergibt Null, wenn die betreffende Spalte schon durch
Funktionen des Leitungsbandes ersetzt ist; analog ergibt

B nyNull, wenn kein Paarzustand vorhanden ist.
9 Siehe Anhang 1.
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Fir das Exziton mit elektronischer Polarisation
benutzen wir als Basisfunktionen die Funktionen
% und die daraus durch Anwendung der S
entstehenden normierten Funktionen. Den HamiLTON-
Operator H schreiben wir in der Form

H=HE+ZAE(fV) Be. By + Hww - (6)
ty

Hyg hat nur Matrixelemente, die vom Exzitonanteil
herriihren. 4E (f») ist die Energie eines Paarzustan-
des 9. Die Orientierungen der Paarzustinde wihlen
wir so, daB p,||f fir »=1 (longitudinale Paar-
zustinde) und Pp 3L f fir »=2,3 (transversale
Paarzustidnde) . Dabei sind die Dipolmomente

P.=e f a* (1) ra () dz,

die wir als reell betrachten. Bei dieser Wahl der
Orientierungen sind alle Paarzustinde voneinander
entkoppelt 2.

Hyw hat Matrixelemente, die in der Anzahl der
Paarzustinde nicht diagonal sind, und beschreibt
die WW des Exzitons mit den Paarzustainden. Wir
schreiben Hyyw in der Form

Hyw = ; [e7 it IEl(fr) — T (fr)] ﬂit %q tn %jn
fr

+ (herm. konj.). (7)

Die Operatoren a sorgen fiir die Erhaltung des Im-
pulses; agn vernichtet den Exzitonanteil mit Im-
puls & und Elektron—Loch-Abstand 1 und od_tn
erzeugt diesen Anteil mit geindertem Impuls & —f
wieder. Die I' sind Matrixelemente der CouLoms-
Energie mit unseren Basisfunktionen

e (ty) = o Zeitn
et @) an () [ 5y et —m)R dry,
I (ty) = VlNge“m (8)
- [ a* (1)) an(1y) l'i,’izlia-“(%_m”? dr,,.

I'E! beschreibt die WW des Elektrons, I'™ die des
Loches mit den Paarzustinden. Entwicklung von
1/|t; — 15| nach 1; und v, —m liefert in der ersten
nicht verschwindenden Naherung (Pol-Dipol-Nahe-
rung von Hakex und Scuortky) fiir die I’
TEl _ ¢ itm MP _ o )

() = oy m};oe mh (»). (9)
In dieser Naherung, in der die verschiedene Ausdeh-
nung der WanNier-Funktionen vom Elektron und
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vom Loch vernachlassigt wird, ergibt der Exziton-
anteil | &>, bei dem sich Elektron und Loch am
gleichen Halogenion befinden, keine WW mit den
Paarzustanden.

In der nédchsten Naherung ergibt sich

15
TE\Ey) —TL(Ev) =5 lfN Zoe rm’mpl” (10)
m=

x{ (t,m)m— (r,m)i)

mit (1, m) g, —/|a(r)]2 (r,m)2dr und (r,m), %‘ analog.
Die verschiedene Ausdehnung der WANNIER Funktionen
ergibt dann auch fiir den Exzitonanteil |
ringe WW mit den Paarzustdnden.

o > eine ge-

Wir verwandeln die Gittersummen in (9) in ein
Integral tiber das Volumen des Kristalls. Die Ein-
schrankung m + 0 wird dadurch beriicksichtigt, daf3
bei der Integration eine Kugel um den Ursprung
mit Radius R, ausgelassen wird. 4aR®/3=0"1,
o ist die Zahl der Halogenionen pro Volumeneinheit.
(Fur NaCl ist Ry=4,2 a,.) Die elementare Integra-
tion ergibt

TEV(E|)) —4mie- SR HnkE

VNEk kR, (11)

Bei dieser Integralapproximation tritt nur eine WW
mit den longitudinalen Paarzustinden auf. (Fir
v =1 wird die Bezeichnung || verwendet; p=|);|.)
Haxkex und Scrorrky benutzen fir die I

I'Pi(t|) ~4nie op/VNE.
Gl. (11) geht fir kRy <1 in Gl. (12) tber.

In unserem WW-Operator (7) wurde nur die Ab-
sorption und die Emission je eines Paarzustandes
beriicksichtigt. Die CourLomB-Energie hat jedoch auch
Matrixelemente, die zur simultanen Absorption und
Emission zweier Paarzustinde gehoren. Wir kom-
men darauf in Abschn. 4 zuriick.

(12)

2. Berechnung des WW-Potentials

Fiir die Wellenfunktion des Exzitons mit elektro-
nischer Polarisation setzen wir an

|y =2 U (13)

“;’>+...].

Zur Berechnung der Energie und der Wellenfunk-

co(1) §>+Z ety () By,

10 Sijehe Anhang 1.
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tion des Grundzustandes ist dann das Funktional

= (|H|) durch geeignete Wahl der U und ¢ zu
einem Minimum zu machen. Wir bestimmen das
Minimum beziiglich der ¢. In dem verbleibenden,
nur noch von U abhingigen Funktional erscheint
dann die WW des Exzitons mit den Paarzustinden
als WW-Potential zwischen Elektron und Loch.

Die WW des Exzitons mit den Paarzustanden ist
von dhnlichem Typ wie die WW mit den optischen
Ionenschwingungen. Fiir weit ausgedehnte Exzito-
nen lassen sich von den Ionenschwingungen her be-
kannte Methoden verwenden 2.

Wir werden zur Berechnung des WW-Potentials
den Riickstol auf das Exziton, der bei Emission
oder Absorption von Paarzustinden entsteht, ver-
nachldssigen. Die Riickstofenergie ist klein gegen
die Anregungsenergie AE eines Paarzustandes!?;
fiir NaCl ist AE~13 eV. Unsere Methode ist fiir
den Fall der WW mit den Ionenschwingungen nicht
anwendbar. Die Rolle von 4E spielt dort die Pho-
nonenergie h w (0,03 eV fiir NaCl), so daf} dann
die RiickstoBenergie den wesentlichen Anteil bildet.

Es ist nutzlich, noch die folgenden Wellenfunktio-
nen (ohne Bezug auf SraTeErR-Determinanten)
Raum der Bose-Operatoren f einzufithren

1) =¢o(n) o+ lch (M) Bt Do+ - ..., (14)

D, bedeutet, daf} kein Paarzustand angeregt ist. Fiir
H ergibt sich
3= {|H]}

= DU UMW) {n|He §>@|n) (15)
+ 2 UMP (n] Hp(n)|n)
Hp(n) = D (e7 't IE(ty) —T(£9)) By,
tr + (herm. konj.)
+ Z AE (1) B5, B, . (16)

Dabei wurde im ersten Term von (15) bei den An-
teilen, die angeregte Paarzustinde enthalten, die er-
wihnte Vernachldssigung des Riickstoes vorgenom-
men. Wir eliminieren mit Hilfe einer kanonischen
Transformation die in den f linearen Terme von Hp.

S;1 ﬂ!vsn = ﬁn + ffv (n) (s. Anm. 11)

Sy =exp{;(frv(”)ﬂt—:_f;yﬂh'), (17)

11 Vgl. T.D. Leg, F. E. Low u. D. Pixes, Phys. Rev. 90, 297
[1953].
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e~itn ['E1(fy) —I'L(E»)
fer (n) = AE (£ ) >

Mit den neuen Wellenfunktionen |n’) =S, [n) er-
halten wir dann fiir H

H= Y U*(n) U ) <y Hg 3> (n'|Sn

wobei

(18)

S|’

+ D UMm)? <n";AE<fv) B, By, | 1)

+ N UMEV ). (19)
Dabei ist
V) = — D | frs(m) [2AE(E¥)
ty
_ Z |e—itn TEI(Ey) —T'L(Ev)|? . (20)

AE (£ v)

Von der Wahl der Funktionen |1) hingen der
zweite Term und die nichtdiagonalen Anteile (11 1)
des ersten Termes von (19) ab. Der zweite Term
nimmt sein Minimum an fiir |1') = @, . Mit dieser
Wahl der |1), bei der wir die Matrixelemente
(| Sy Si'n") in guter Niherung gleich 1 setzen
konnen, kommen wir auch dem Minimum des ge-
samten Funktionals H sehr nahe (s. Anhang 2).
P(n) ist dann das oben erwihnte WW-Potential
zwischen Elektron und Loch.
Wir berechnen 7 (11). Mit (9) ergibt sich

1 z
S IEE o
ty

V() = AE (Ev)

—iln) .

(21)

Fiir die I'*! benutzen wir die Naherungsformel (12).
Die Summe iiber f wird in ein Integral iiber die
erste BriLLouinsche Zone des kubisch flichenzentrier-
ten Gitters verwandelt, die wir durch eine Kugel
vom Radius kp,y ersetzen; 4 mwkys/3=(27)30
Fiir 4E (f||) setzen wir 4E (0 ) = 4E in die Summe
ein und vernachlissigen die f-Abhingigkeit!%. Die
Integration ergibt

V@)= —16€20-
V(0)=10;

Si(x) ist der Integralsinus. Fiir n+0 erhalten wir
einen vom Abstand von Elektron und Loch unab-
hingigen Term und einen im wesentlichen mit 1/n
variierenden Term!3. Dieser abstandsabhingige

2 511 nes) | (n0),
(22)

AE [kmax_

12 Sjehe Anhang 1.
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Term liefert fiir die optische DK

1 — (1/eop) =87 6(p?/4E) . (23)

Das Ergebnis stimmt mit dem von Tovozawa ! sowie
Haxex und ScuorTky 2 iiberein, die die WW mit den
Paarzustinden fiir groe Ladungsabstinde behan-
delt haben. Fiir den abstandsunabhingigen Term
D eonst ergibt sich

FVconst.= - (1 - 1' ) 72Z e kmax (24)

Eopt
= —5,5eV fir NaCl

(Dabei wurde der experimentelle Wert &,p¢ = 2,25
fiir NaCl eingesetzt.)

Beim vom Abstand abhingigen Anteil von V(n)
spielen fiir grofle n wegen der fiir groe k stark
schwankenden Exponentialfunktion in(21) nur kleine
k eine Rolle. Die Verwendung der nur fiir kleine k
richtigen I'™! ist dann gerechtfertigt. Fiir kleinere
Ladungsabstiande und vor allem fiir den abstands-
unabhingigen Term sind auch groBere k£ wichtig.

3. Der EinfluB von Paarzustinden mit grolen
Impulsen

Bei der Berechnung des WW-Potentials 7 (n) sol-
len die Paarzustinde mit groen Impulsen genauer
beriicksichtigt werden. Zunichst betrachten wir die
abstandsunabhingige Polarisationsenergie

TEL(E
const_ 22 IAEEE”)I g

(25)

A. Wir benutzen fiir I'*! die Integralapproxima-
tion (11). Die Summe iiber f wird wie oben in ein
Integral iiber die durch eine Kugel angenéherte erste
BriLLouinsche Zone verwandelt und AE (f||) wird
durch AE ersetzt. Die Integration ergibt [wir benut-
zen noch Gl. (23) ]

1 1 e
’Vconst= - (1 - Ec;t) P R0
cos 2 Ry kmax . 1
[ Ro kmax 2 Sl (2 Ro kmax) Ro kmax]
= —3,1 eV fir NaCl (26)

Der geringere Einflufl der groferen k& macht sich in
diesem Ergebnis gegeniiber dem im vorigen Ab-
schnitt erhaltenen von — 5,5 eV (fiir NaCl) deutlich

bemerkbar.

B. Wir gehen auf die Darstellung (9) der I'®!

13 Bis auf die Schwankungen des Integralsinus (n kmax =
ng kmax = 4,3 fiir NaCl).
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durch Gittersummen zuriick. Die Verwandlung einer
Summe uber die Gitterpunkte m in ein Integral
konnte vor allem in bezug auf die Exponentialfunk-
tion bedenklich erscheinen. Wir benutzen deshalb
die von Born und Brapsurn !4 mit Hilfe von Theta-
funktionen durchgefiihrte Berechnung von Gitter-
summen.

By = 0.6 &= Yeitm M (97
Gk VN ¥ mZ:;oe [m]? i
Wir fiihren dimensionslose Variable ein: fa=%,
M= a, 2a ist die Gitterkonstante.

S=— ;2 gradi S eim/ﬁ%:‘. (28)

m=*0

Die hinter dem Gradienten stehende Gittersumme
wurde von Born und Brapsurn fiir das kubisch
flichenzentrierte Gitter berechnet. Es ergibt sich
fir © (hohere Glieder sind vernachlissigt worden)

S=— i‘;} [0,17 grad% (cos kAl cos /;2 + cos kAl cos l;3

J.—cosk; cos 123) —2 ; e‘z’/”] . (29)

Wahrend der zweite Term in der eckigen Klammer

immer longitudinal ist (|| f) , ist der erste Term nicht
mehr immer longitudinal. Es tragen also in Strenge
auch transversale Paarzustande zur WW bei. Der
longitudinale zweite Term allein liefert ca. 70% von
Peonst - Den ersten Term werten wir in Richtungen
aus, in denen er longitudinal ist.

a) 2:2 = 753 =0 usw. Wiirfelkante,
b) ky=ks, k3;=0 usw. Fldchendiagonale,
) ky=ky=ky

usw. Raumdiagonale.

Die Werte fiir eine solche ausgezeichnete Richtung
iibertragen wir jeweils auf den gesamten f-Raum.
Peonst wird dann wieder wie oben berechnet, indem
die Summe iiber f durch ein Integral ersetzt wird.
Numerische Integration ergibt

a) vconst = —1,04

b) ’anst:—l,oz} -(1— . )ef".

(30)
c) r-Vconst; =-0.95 i

Fiir NaCl erhélt man dann (iiber alle drei Fille ge-
mittelt) Veonst = — 2,8 V.
Zu dieser elektronischen Polarisationsenergie

14 M. Bor~ u. M. Brabsury, Proc. Cambr. Phil. Soc. 39, 104
[1943] und frithere Arbeiten.

W. WELLER

kommt noch der Anteil hinzu, der von den optischen
Ionenschwingungen herrithrt. Dieser Anteil ist
Weonst=2h w g=~0,3 eV fiir NaCl (g ist die Kopp-
lungskonstante fiir optische Ionenschwingungen 1%).

C. Bei Verwendung der Pol-Dipol-Néherung fiir I"E!
und I't [Gl. (9)] ergibt sich keine WW mit den Paar-
zustinden, wenn sich Elektron und Loch am gleichen
Halogenion befinden. Wir schitzen

Yoy 3 ITEEN=TEnl

= AE (E»)
mit Gl. (10) fiir 7'’E'— ' ab. Dazu benétigen wir die
Ausdehnungen der Wannier-Funktionen. Leider steht
die Wannier-Funktion a(r) fiir das Leitungsband von
NaCl (und der anderen Alkalihalogenide) nicht zur
Verfiigung. Tisbs ® hat die Brocu-Funktion fiir £=0
des Leitungsbandes von NaCl in 100-Richtung berech-
net. Zur Abschitzung von 7(0) machen wir die fol-
gende allerdings grobe Nidherung. Die Brocu-Funktio-
nen werden in der Form eif? u¢(r) geschrieben und die
E-Abhingigkeit des gitterperiodischen Teils wird ver-
nachléssigt, d. h. ut(r) =u,(r) gesetzt. Dann kann die
Wannier-Funktion in 100-Richtung berechnet und in
die iibrigen Richtungen extrapoliert werden. Fiir die
Ausdehnung dieser Funktion ergibt sich

rP=[r|a(t)Pdr~13 q,® fiir NaCL

Auf den wesentlich geringeren Beitrag des Loches
wurde im Rahmen dieser Abschidtzung verzichtet. Die
Gittersumme iiber m in Gl. (10) wurde nach Bory und
BrapBurxy ermittelt und 7 (0) dann analog der Rech-
nung in B. berechnet. Es ergibt sich
2 /"9 \2
V(0)=-0.38 (1 e i 7> ) (") ~ _0,2eV

Eopt a a?

fur NaCl. (32)

V(0) ist vernachlissigbar klein gegen die im betrach-
teten Fall auftretende CouLoms-Energie.

D. Der geringere Einflul von Paarzustinden mit gro-
Ben Impulsen bei Verwendung von Gl. (11) gegeniiber
Gl. (12) fiir I'®! macht sich auch beim abstandsabhin-
gigen Anteil von 7 (n) bemerkbar. Die geringere Wir-
kung groferer k& kompensiert die in Gl. (22) vorhan-
denen Schwankungen des Integralsinus. Wir schreiben
das sich mit Gl. (11) ergebende 7 (n) in der zu Gl. (22)
analogen Form

1 21
FV(") = (1 e 3opt) pregey S(n kmax) +Vconst
(n+#0).

Die hier eingefiihrte Funktion S(n kmax) schwankt fiir
die ersten vier Abstinde nur noch zwischen 1,54 und
1,59 (Grenzwert 1/2), wihrend der Integralsinus im
gleichen Bereich zwischen 1,43 und 1,69 schwankt.

(33)

15 T.D. Leg, F. E. Low u. D. Pixes, Phys. Rev. 90, 197 {1953].
— H. Hakex, Z. Phys. 146, 527 [1956].
16 S. R. Tisss. Trans. Faraday Soc. 35, 1471 [1939].
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4. Die Lorentz-Korrektur fiir die optische DK

Wir betrachten Gl. (23) fir die optische DK,
schreiben den in AE enthaltenen Dipolterm explizit
an 17 und fithren die Polarisierbarkeit pro Halogen-
ion im Kristall a = 2 p?/4E ein 8.

( 1 ) 4dnoa
L, P )
Eopt 1+470al3

Da fir grofle Ladungsabstinde nur Paarzustinde
mit sehr kleinen £ zum abstandsabhingigen Anteil
der Polarisationsenergie beitragen, verschwinden die
durch Vernachlassigung des Riickstoles und Erset-
zung von AE (f||) durch AE entstehenden Fehler fiir
Gl. (34).

Dexter und HeLLer ! behandeln die WW von
Lichtwellen mit transversalen Paarzustinden. Ihre
Rechnung liefert (bei Vernachldssigung von quadra-
tischen Termen in 47 oa/3) fiir die optische DK
die Lorentz-Korrektur

(34)

_ 4ao0a
T 1-4a0a/3°

Die aus den Gln. (34) und (35) fiir &,, folgenden
Werte stimmen nicht iiberein. Wir wollen zeigen,
daB sich mit einem verbesserten WW-Glied auch in
dem hier betrachteten Modell (WW von Ladungen
mit longitudinalen Paarzustinden) die Lorentz-
Korrektur fiir ¢qp; ergibt. Wie Dexter und HEeLLER
vernachlassigen wir quadratische Terme in 4 72 0 a/3.

Wir haben beim Hamivton-Operator [Gln. (6)
und (7)] die Emission (bzw. Absorption) eines
Paarzustandes beriicksichtigt. Der CouLoms-Operator
1aBt aber auch die simultane Emission (bzw. Ab-
sorption) zweier Paarzustinde zu. Wir erweitern
den Hamirton-Operator H um die Terme

1 4. o .
5 Z Vs ﬂ;‘” Bt + (herm. konj.). (36)
T

(35)

Eopt — 1

Wir haben nur longitudinale Paarzustdnde beriick-
sichtigt. Die Terme (36) beschreiben die Emission
(bzw. Absorption) zweier Paarzustinde mit entge-
gengesetzten Impulsen. (Der Impuls des Exzitons
wird von diesen Prozessen nicht beriihrt.) Die Fak-
toren 3 stehen vor den Summen, weil bei der Sum-
mation iiber f jeder Prozel doppelt auftritt. Die yt
sind die entsprechenden Matrixelemente des CouLoms-

17 Siehe Anhang 1.

18 Diese Beziehung fiir die Polarisierbarkeit a wird bei Er-
weiterung des Modells abgedndert. Bei Beriicksichtigung
des Spins (Exziton und Paarzustdnde im Singulettzustand)
kommt ein Faktor 2 hinzu, bei Beriicksichtigung mehrerer
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Operators
1 » . . &
m -
“a) (1) ay (o —m) dryy .

Die yt sind formal identisch mit den Dipoltermen
von HeLLER und Marcus 2°.

Die Berechnung des WW-Potentials erfolgt in
gleicher Weise wie im Abschnitt 2. Die Terme (36)
treten zu Hp (11) [Gl. (16) ] hinzu.

Hp(n) = Zr] Cr(n) By + ; Zr ey By
+ (herm. konj.) + Z AE(E|) /3{“ By -
T

Oy (n) = e~*tn TEI(E|}y — T (E]]). (38)

Wir gehen mit Hilfe einer kanonischen Transforma-
tion S zu neuen Operatoren Jt iiber.

1 ! + 1 %
S=1- 2*2{ veBe) By + Q‘Z ViBy By - (39)

Op =SBy S~ =Py + By vt yr=y1/24E(L]) .

S ist unitdr bei Vernachldssigung von quadratischen
Termen in y;. Wir betrachten die y¢ als reell, da wir
die Dipolmomente p; als reell ansehen?!. Wir
schreiben Hp(n) auf die neuen Operatoren um und
erhalten bei Vernachlassigung von quadratischen
Termen in ¢

Hp(n) = D Cy (1 —yp) 6 + (herm. konj.)
g

+ Z{AE(fH)é; Ot - (40)
Die Beriicksichtigung der simultanen Emission und
Absorption zweier Paarzustinde fithrt in unserer
Naherung dazu, dal die Glieder fiir Emission (bzw.
Absorption) eines Paarzustandes mit dem Faktor
(1 —y¢) multipliziert werden. Da diese WW-Glieder
(bei Integralapproximation) nur fir longitudinale
Paarzustinde vorhanden sind, liefert die Berticksich-
tigung transversaler Paarzustdnde auch hier keinen
Beitrag. Der Einflul auf die optische DK ist nun
sofort zu iibersehen. Jeder Term in 7 (n) [Gl.(20)]
wird mit (1 —y,)2? multipliziert. Da fiir den ab-
standsabhdngigen Anteil der Polarisationsenergie
nur Paarzustinde mit kleinen £ beitragen, konnen

angeregter Zustinde summieren sich die Polarisierbarkei-
ten.
19 D. L. Dexter u. W. R. HerLer, Phys. Rev. 91, 273 [1953].
20 W. R. HeLrer u. A. Marcus, Phys. Rev. 84, 809 [1951].
21 Siehe Anhang 1.
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wir in ¥; den Impuls f=0 setzen. Nach HeLrer
und Marcus ist fir longitudinale Paarzustinde
Yo=270a/3 (s. Anm. 2 !). An Stelle von Gl. (34)
ergibt sich damit fiir die optische DK

1 4dnca (l_Z:zoar)z.

P e P 3 (41)
Gl. (41) liefert (bei Vernachlassigung quadratischer
Terme in 47moa/3) die Lorentz-Korrektur. In
Abb. 1 sind die fir &,,; aus den Gln. (34), (35)

und (41) folgenden Werte in Abhingigkeit von

5
a
4 -
Eopt
3+
b
c
2+ /
1 . 1 ! .
02 03 04

46 /33—

Abb. 1. &pt in Abhéngigkeit von 4 # 6 a/3 . a) &opt unkorri-
giert nach Gl. (34); b) &opt mit Lorentz-Korrektur nach
Gl. (35); ¢) <opt korrigiert nach Gl. (41).

47 oa3 aufgetragen. Fiir die meisten Alkalihalo-
genide liegt nach Gl. (35) 470 a/3 zwischen 0,2
und 0,3 (fir NaCl 0,3). Eine Bertcksichtigung
quadratischer und hoherer Terme in 4 7w 0 a/3 wiire
wiinschenswert, dirfte jedoch ebenso wie im Fall
transversaler Paarzustinde grofle Schwierigkeiten
bieten.

5. Diskussion

In Abb. 2. ist das von der elektronischen Polari-
sation erzeugte Potential 7 (n) zwischen Elektron

n——

0 75 106 130 16,80,
i i i 'y
T ev 5

.7 5

Un) = x
_2 - X
-3C wm/= anst _____________________

Abb. 2. V(n) fiir NaClL

W. WELLER

und Loch nach den Ergebnissen der Abschnitte 2
und 3 fir NaCl aufgetragen.

In Anwendung auf Exzitonmodelle ergeben sich
die nachstehenden Folgerungen.

A. Fiir n>0 haben wir 7 (n) aufgeteilt in einen
abstandsunabhingigen Anteil Vo= (o) und
einen abstandsabhingigen Anteil. Der abstandsab-
hingige Anteil der Polarisationsenergie rechtfertigt
die Einfiigung der optischen DK ins CouLoms-Gesetz.

B. Fiir den Exzitonanteil, bei dem sich Elektron
und Loch am gleichen Ion befinden, ist die Polari-
sationsenergie vernachldssigbar. Eine Aufteilung in
Veonst und einen iibrigen Anteil erscheint dabei phy-
sikalisch nicht begriindet. Fiir die CouLoms-Energie
und die hier noch auftretende Austauschenergie ist
e=1 zu verwenden. Der bei dem Modell von Muro
und Oxuno ? fiir die CouLoms-Energie benutzte volle
Wert der optischen DK ist nicht berechtigt. Dagegen
wird die CourLoms-Energie durch die Austauschener-
gie zwischen Elektron und Loch verringert.

C. Die Polarisationsenergie fiir ein Loch im Va-
lenzband und ein davon weit entferntes Elektron im
Leitungsband ist Veons; (—2,8 €V fiir NaCl) plus
der von der Ionenpolarisation erzeugten Energie
Weonst (—0,3 eV fiir NaCl). Diese Polarisations-
energie vermindert den sich ohne Beriicksichtigung
der Polarisation ergebenden Bandabstand auf den
experimentellen Wert (9,5 eV fiir NaCl).

Bei Exzitonen in Alkalihalogeniden dominiert (fiir
den Grundzustand) der Exzitonanteil, bei dem sich
Elektron und Loch am gleichen Ion befinden. Bei
der Berechnung der Energie des Exzitons kommt
dann fiir diesen Exzitonanteil der Energiebetrag
|V eonst + Weonst | hinzu, wenn man durchweg den ex-
perimentellen Bandabstand benutzt.

Herrn Prof. Dr. KockeL mochte ich fiir sein Interesse
an dieser Arbeit danken.

Anhang 1

Fiir die Matrixelemente von HEg ergibt sich in unse-
rer Darstellung 7> 22

8! !
<y He|3) (A1)
=EL(M—n) —eiR =1 Ey(n—n) —C(n) dnn
+2[4(0) + D A(m) e ™] 8y, 0 B0,

m=0

22 Y. Takevry, Progr. Theor. Phys. 18, 421 [1957].
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Dabei sind
cw= [a*@-ma@-m | <

¥ a:‘ (t2) @ (rs) drys,

A(n):fa*(rl—n) 4, (t,—n)

lt—ts|
: a; (t5) a(rs) dryp
die Couroms- und Austauschintegrale.

In Gl. (A1) wurde der Spin der Elektronen beriick-
sichtigt. Die Formel ist fiir den Singulettzustand des
Exzitons aufgeschrieben, die Austauschterme (in der
eckigen Klammer) treten mit einem Faktor 2 auf. Der
zweite Term in der eckigen Klammer ist der Dipolterm
von HEeLrLEr und Marcus 2°, €y (n) und Er(n) sind die
Fourier-Komponenten der Brocu-Energien fiir das Va-
lenzband und das Leitungsband 7> 23, Die &y (n) hin-
gen fiir n+0 von der Orientierung u des Exzitons ab.
Bei einem wenig ausgedehnten Exziton wird sich die
Orientierung nicht nach den Valenzbandenergien Ey
(im Gegensatz zur Orientierung eines Valenzelektrons),
sondern nach dem Dipolterm richten; d. h. die Orientie-
rung wird longitudinal oder transversal zum Impuls &
sein.

Die Energie eines Paarzustandes ist

AE(Ev) = {8 He|}> =AE+2D A(m) eitm,

m=+0

wobei die Orientierung u des Exzitons durch » zu er-
setzen ist. Die Behandlung des Dipolterms nach HerLer
und Magrcus 20 ergibt

ZA(m) eitm

m=0
= 520 5 Pyleos (3, B] |in(kR) +ia(k Ro)| -

Dabei wurden die Dipolmomente p, als reell behandelt.
P, ist das Lecenpresche Polynom 2. Ordnung, j, und j,
sind sphirische BesseL-Funktionen. Damit erhalten wir

AE=AE(0|)) =4E(1+4 7o a/3);

a ist wieder die Polarisierbarkeit pro Halogenion. Der
bei Beriicksichtigung des Spins bei dem Dipolterm auf-
tretende Faktor 2 geht in die Polarisierbarkeit ein 8.

Wir haben in Abschnitt 2 die £-Abhingigkeit von
AE(E|)), d.h. die E-Abhéngigkeit des Dipolterms ver-
nachlissigt. 4E(0||) hat etwa die GréBe der Energie-
liicke zwischen Valenz- und Leitungsband plus abstands-
unabhingiger Polarisationsenergie (=13 eV fiir NaCl) ;
die Vernachlidssigung beim Dipolterm betrdgt maximal
== 2 eV fiir NaCl, ist jedoch (auch wegen der Bevorzu-
gung von Paarzustinden mit kleinen Impulsen) im Mit-
tel geringer.

23 G. F. Koster u. J. C. SraTeR, Phys. Rev. 95, 1167 [1954].
24 Bei Beriicksichtigung der K-Abhingigkeit der Phasen der

409

Fiir die Vernachldssigung des RiickstoBes auf das
Exziton bei Absorption oder Emission von Paarzustin-
den kommen nur die K-abhingigen Anteile von
<£ Hpg §> in Betracht. Wegen S,=1; |0) =%,
tritt beim Dipolterm kein Riickstol auf. Nach Gl. (A 1)
ist dann die Vernachldssigung des RiickstoBes maximal
gleich der Breite des Valenzbandes (= 1,5 eV fiir NaCl) ;
im Mittel ist sie (auch wegen der Bevorzugung von
Paarzustinden mit kleinen Impulsen) geringer 4.

Anhang 2

Wir diskutieren die Wahl der Funktionen | n’) =@, .
Die von der Wahl dieser Funktionen abhiingigen Terme
von Gl. (19) lauten

W= > U*(n) UGR) [EL—n) —Ey(n—n) ¢ 0=

. (n’ 18, 81 n’).

Dabei wurde Gl. (A1) benutzt. Das Funktional W
liefert den Anteil zur kinetischen Energie des Ex-
zitons, der dem Wannierschen Modell 25 entspricht. Die-
ser Anteil ist bei einem wenig ausgedehnten Exziton
geringer als bei einem weit ausgedehnten , WanNIER-
schen®“ Exziton. Wir beschrinken uns auf nichste Nach-
barn und kleine K. [EnL(n) = —E&,<<0, Ey(n) =&y
>0, falls n nichste Halogenionen verbindet, sonst
€L(n) =& (n) =0.].

Das Funktional W soll zunichst ohne die von den
Paarzustinden herriihrenden Matrixelemente diskutiert
werden.

W =— D U*(n+n,) U(n) [Er+Eyeifn],

nn,

N, verbindet néchste Halogenionen.

Wir entwickeln e ® ™ fiir kleine K und bestimmen
das Minimum von W’ beziiglich der Phasen der U (n).
Wir kénnen diese Phasen so wihlen, daBl jeder Term
von W’ negativ reell wird. Es ergibt sich

W=— 2| Un+n) Um)|
nn,
. 1 &Léy 2
[6L+EV'— 5 &ty (Kng)2+... 1.
Der zweite Term in der eckigen Klammer entspricht
dem Wannierschen Anteil an der kinetischen Energie,
denn &1, Ev/(EL+Ey) ist proportional 1/(my+ms).
Beim Funktional W kann man in gleicher Weise vor-
gehen. Die Phasen der U werden auch hier so gewahlt,
daB alle Terme negativ reell werden. Es kommt dann
fiir das Minimum von W darauf an, den Betrag der
Matrixelemente (N4, | Sn+n,S; 1| n’) moglichst groB
zu machen. Der Maximalwert 1 (fiir unitire Operato-

Verteilungsfunktion U wird die RiickstoBenergie noch ver-
ringert, vgl. Anhang 2.
25 G. H. Wannier, Phys. Rev. 52, 191 [1937].
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ren) wird durch die Funktionen |n’) =@, schon in
guter Ndherung erreicht. Fiir die Matrixelemente ergibt
sich durch Entwickeln der S

1 V(n)

(| Snim 827 ]) =1+ 322
~1-0,03 fiir NaCl.

G e

M. WAGNER

Der durch unsere spezielle Wahl der Funktionen |n’)
entstehende Fehler kann somit maximal 0,03 W’ be-
tragen. W' ist fiir ein weit ausgedehntes WanniErsches
Exziton etwa gleich der halben Summe der Bandbreiten
von Valenz- und Leitungsband und fiir ein wenig aus-
gedehntes Exziton wesentlich geringer. 0,03 W’ kann
gegen V (n) vernachlissigt werden.

Zur Theorie des F-Zentrums®
II1. Atomistische Formulierung des HamrLToN-Operators und statische Elektron-Gitter-Kopplung

Von Max WAGNER

Aus dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 16 a, 410—426 [1961] ; eingegangen am 11. November 1960)

Die in den beiden vorangehenden Untersuchungen! kontinuumstheoretisch beschriebene Elek-
tron — Gitter-Statik wird hier auf streng atomistischer Basis formuliert und dabei die ,effektive*
Masse des Storstellenelektrons ausgeschieden. Die Wirkung eines Gitterions wird als Uberlagerung
von Punktladung und Polarisationsdipol erfafit. Die Ionenpolarisation folgt der Bewegung des Stor-
stellenelektrons momentan; da dessen Feld eine Singularitat besitzt, wird eine Modifikation des
(sonst linearen) Polarisationsgesetzes erzwungen. Der Hamittron-Operator — insbesondere der auf
statisches Gleichgewicht reduzierte — wird explizit angegeben. Mit einer einfachen, einparametrigen
Wellenfunktion, die der Uberlagerung von zentraler und gitterperiodischer Symmetrie im Hamrrtox-
Operator addquat ist, wird der Grundzustand des F-Zentrums bei KBr zu —1.5 eV berechnet.

In zwei vorangehenden Arbeiten ! wurde der Ver-
such unternommen, eine Theorie des F-Zentrums
aufzubauen, die die dynamische Kopplung zwischen
Gitter und Storstellenelektron (,,dynamische Elek-
tron—Gitter-Kopplung®) in moglichst guter Anpas-
sung an die physikalische Realitat beschreibt, hinaus-
gehend iber die formale Beschreibungsweise der bis-
herigen Untersuchungen 2, deren entgegengesetzt ex-
treme Ausgangspositionen zu tberbriicken sind.

Da in den Teilen I und II das Interesse auf dem
dynamischen Wechselspiel lag, wurde dort die sta-
tische Elektron—Gitter-Kopplung nicht atomistisch,
sondern durch eine Kontinuumstheorie gefaBt. Uber-
dies enthalten die beiden vorangehenden Untersu-
chungen die effektive Masse des lokalisierten Elek-
trons als nichtlegitime Grofle, die aus dem Experi-
ment bestimmt werden muf.

In dieser Arbeit soll nun auch die statische Elek-
tron—Gitter-Kopplung — der physikalischen Realitat
gemidll — atomistisch beschrieben und die effektive
Masse des Elektrons aus der Theorie ausgeschieden
werden, so dall die atomistische Behandlung des
F-Zentrums als vollstandig angesehen werden kann.

* Dissertation, Techn. Hochschule, Stuttgart 1960 (3. Teil)
1 M. Wacener, Z. Naturforschg. 15a, 889 [1960] und 16 a.
302 [1961] ; kiinftig mit I und II zitiert.

Das quantenmechanische Gesamtsystem — als sol-
ches gilt uns ein Mikrowiirfel des Kristalls mit einem
einzigen F-Zentrum — kann anschaulich in drei Un-
tersysteme zerlegt werden: 1. Das System der Gitter-
elektronen, welche die Ionenhiillen aufbauen. 2. Das
Storstellenelektron. 3. Die Atomkerne des Gitters.
Mathematisch kann diese Zerlegung, wie in Teil I
ausfithrlich dargelegt, durch die beiden adiabatischen
Nadherungen realisiert werden. Bliebe man nun wei-
terhin quantenmechanisch streng legitim, so wiéren
drei ScHrRODINGER-Gleichungen in festgelegter Reihen-
folge (Gitterelektronengleichung — Einelektronenglei-
chung — Kerngleichung) nacheinander zu losen. Die
Wahrung solcher Strenge wire physikalisch jedoch
unverniinftig, weil bei der Theorie des F-Zentrums
nicht alle drei Untersysteme gleich interessant sind.
So sind die Differenzierungen innerhalb des Gitter-
elektronensystems in diesem Rahmen ziemlich be-
deutungslos, und wichtig ist nur die Gesamtwirkung
auf das Storstellenelektron und die Kerngleichung.
Man kann also, wie es durchaus der physikalischen
Realitdt entspricht, Gitterelektronen und Kerne zu
komplexen Einzelteilchen (Ionen) zusammenfassen,

2 S. 1. Pexar, Unters. iib. d. Elektronentheorie der Kristalle,
Akademie-Verlag, Berlin 1954 ; dort weitere Literaturzitate.
— F. C. WiLLians, J. Chem. Phys. 19, 457 [1951].



